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Whitney's paraplu

Zo theoretisch als het onderwerp ‘singulariteiten’ uit de analyse van dynamische systemen ook
mag klinken, de toepassing ervan in mechanica en werktuigbouwkunde heeft uiterst concrete
inzichten opgeleverd. Na het poneren van Zieglers paradox in 1952 duurde het tot de jaren
negentig voor het verband met Whitney’s paraplu werd gelegd. Deze ontdekking was echter al
in 1956 gedaan door een Nederlander. Ferdinand Verhulst en Oleg Kirillov geven Oene Bottema

de eer die hem toekomt.

Als er geen wrijving was, zou het perpetuum
mobile bestaan. De mathematische slinger,
het standaardvoorbeeld uit de mechanica,
zou zonder wrijving altijd blijven slingeren. In
de werkelijkheid echter is er wrijving in het
ophangpunt en is ook de luchtweerstand een
tegenwerkende kracht. Dat levert energiever-
lies zodat de slinger langzaam maar zeker
naar de evenwichtsstand - stil omlaag han-
gen - terugkeert. Een ander voorbeeld is het
zonnestelsel. De wrijving bij de beweging van
de planeten om de Zon is zo gering dat we de
posities van de planeten eeuwen vooruit kun-
nen voorspellen zonder met wrijving rekening
te houden. Bij voorspellingen op nog langere
termijn - miljoenen jaren - moeten we echter
wel rekening houden met allerlei soorten van
wrijving die energieverlies geven.

In de mechanica die in de negentiende
eeuw in boeken als [20] werd vastgelegd
was de boodschap duidelijk: wrijving stabi-
liseert ‘neutraal stabiele’ evenwichtstoestan-
den. Wat is neutraal stabiel? Denk aan de har-
monische oscillator, dat is de mathematische
slinger, gelineariseerd bij de omlaag hangen-
de positie van de slinger. De eigenwaarden
van deze evenwichtspositie zijn zuiver imagi-
nair.

Dat heet neutraal stabiel, omdat een klein po-
sitief reéel deel de evenwichtspositie insta-
biel maakt, een klein negatief reéel deel de
positie stabiel. Zuiver imaginair zit daar net
(neutraal) tussen in.

Het idee dat wrijving stabiliseert kreeg
een wijde verspreiding in het onderwijs en
de wetenschappelijke literatuur. Er is echter
een fascinerende categorie systemen die het
volgende paradoxale gedrag bezitten: zonder
wrijving bezitten ze neutraal stabiele even-
wichtstoestanden, maar als er kleine wrijving
aan het systeem wordt toegevoegd, worden
sommige van deze stabiele evenwichten in-
stabiel.

Het paradoxale verband tussen wrijving
(of demping) en instabiliteit werd voor het
eerst opgemerkt bij rotorsystemen. Deze ble-
ken stabiel tot bij een zekere rotatiesnel-
heid, maar ze werden bij wrijving al eerder
instabiel. Dat vonden bijvoorbeeld Kimball in
1924 [14] en Smith in 1933 [19]. We zullen la-
ter een model voor een rotorsysteem in meer
detail bekijken.

Pas in de jaren 1950-1970 werd deze pa-
radox duidelijk geformuleerd in de publica-
ties van Ziegler [24-25], Bolotin [5-6], en Her-
rmann [11—12]; hun motivatie lag vooral op het

gebied vantoepassingenin de aérodynamica,
met name de zogenaamde ‘flutter-trillingen
van staven en panelen die belast worden. Het
bleek dat de kritische belasting waarbij zo’n
staaf of paneel instabiele beweging ging ver-
tonen, aanzienlijk lager werd indien er reke-
ning werd gehouden met wrijving.

In de mechanica werd dit verschijnsel Zieg-
lers paradox genoemd. Het gaf aanleiding tot
een groot aantal studies en pogingen tot ver-
klaring, tot in de jaren negentig duidelijk werd
dat deze instabiliteitsparadox te maken heeft
met de Whitney paraplu (umbrella) singula-
riteit van het stabiliteitsgebied. Zo leverde
singulariteiten- en bifurcatie-theorie een on-
verwacht inzicht in deze mechanische ver-
schijnselen.

Opmerkelijk genoeg was dit singularitei-
tengedrag al ontdekt door Oene Bottema [8]
in 1956. Deze ontdekking is een halve eeuw
lang onopgemerkt gebleven in de literatuur
over dit onderwerp. GOOGLE SCHOLAR geeft
geen enkele citatie van dit artikel in de pe-
riode 1956-2008.

In dit artikel bespreken we kort Zieglers pa-
radox, het resultaat van Whitney en het werk
van Bottema [8]. In Bottema’s standaardwerk
Theoretische Mechanica (heruitgegeven door
Epsilon Uitgaven) wordt dit verschijnsel overi-
gens niet genoemd. Hij achtte het onderwerp
waarschijnlijk te weinig elementair. Het vele
werk van Bottema op het gebied van prak-
tische mechanica wordt beschreven in [16].
We besluiten met een rotor model dat de ver-
schijnselen illustreert. Een uitvoerig overzicht
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van historische en moderne resultaten is te
vinden in [15].

Zieglers paradox

In 1952 publiceerde Hans Ziegler van de ETH
Ziirich twee artikelen [24-25] die klassiek
werden en in brede kring bekend bij werk-
tuighouwkundig ingenieurs; het trok ook de
aandacht van wiskundigen.

Het gaat over de dubbele slinger die is
weergegeven in figuur 1(a); deze bestaat uit
twee onbuigzame staven van lengte [, de hoe-
ken die ze met de verticaal maken worden
aangegeven met 1 en @». De twee massa-
punten mj en m, met gewichten G1 en G»
bevinden zich op afstanden a; en a, van de
scharnieren. De elastische weerstand en de
wrijving in de scharnieren worden gegeven
door ¢, c(2 — @1) en b1y, ba(P2 — Pa),
waarbij een punt differentiatie naar de tijd
aangeeft. Op het vrije einde van de slinger
werkt een axiale belasting P.

Met deze aannames geldt voor de kineti-
sche energie van het systeem

T= % [(mlaf +mal?) P32
+2mala 12 + mza§¢>§],
terwijl voor de potentiéle energie geldt
V= %[(Glal + Gl + 2¢)?

— 2c@1@2 + (Gaaz + O)PE .

Voorde dissipatieve, niet-conservatieve krach-

ten geldt

Q1 =PUp1 — @2) — (b1 + b2)P1 — ba2),
Q2 = b2(P1 — P2).

We kunnen vervolgens de Lagrange bewe-
gingsvergelijkingen opschrijven: Ly, — Ly, =
Qi, waarbij L = T — V. Dat leidt tot
een 4-dimensionaal systeem van lineai-
re differentiaalvergelijkingen met constan-
te coéfficienten. Ziegler neemt dan aan dat
m1=2m,m2=m,a1=a2=l,h1=h2=h
en begint ook met aan te nemen dat de dis-
sipatie afwezig is (b = 0). De stabiliteit van
de verticale evenwichtspositie volgt uit de ei-
genwaardebepaling van een 4-dimensionale
matrix. Ziegler vindt dat de evenwichtsposi-
tie instabiel wordt als de axiale belasting P
groter is dan een kritische waarde Py, waarbij
Py = (g - \/E) % o~ 2.086%

In het geval van wrijving (b > 0) moet de be-
rekening opnieuw worden uitgevoerd. We vin-
den voor de kritische belasting

41c 1 b*

Pb) = 58 1% 2

0[9’72'%/*5/ ()

Figuur 1 Oorspronkelijke figuren van Ziegler. (a) Dubbele slinger met tangentiéle belasting P, (b) stabiliteitsinterval (vet,
b = 0) van de wrijvingsloze slinger en (gearceerd) het gebied van asymptotische stabiliteit van de gedempte slinger met
gelijke wrijving voor beide delen van de slinger. Als b = O, dan hebben we geen wrijving en stabiliteit indien P < Py, geldt

voor de belasting.

Ziegler vond dat het gebied van asymptoti-
sche stabiliteit van de evenwichtspositie in
het geval van wrijving wordt gegeven door de
ongelijkheden P < Py(b) en b > 0. Deze kun
je uitzetten, samen met het stabiliteitsinter-
val als er geen wrijving is in een (P, b)— pa-
rameterdiagram, zie figuur 1(b). Het is verras-
send dat de limiet van de kritische belasting
Py(b) als b naar nul gaat, veel lager is dan
de kritische belasting van het systeem zon-
der wrijving:

Py = lim Py(b) = %% ~ 1.464% <Py

In de mechanica en werktuigbouwkunde
wordt dit verschijnsel de paradox van Ziegler
genoemd. In de conclusie van zijn klassieke
boek [5] benadrukt Bolotin in 1961 dat het op-
lossen van deze paradox van groot belang is
voor de stabiliteitstheorie. Hij was zich er niet
van bewust dat de essentiéle elementen van
de verklaring al in 1956 door Bottema waren
gepubliceerd.

De paraplu van Whitney

Voordat we het werk van Bottema bekijken ke-
ren we terug naar 1943 en het onderzoek aan
singulariteiten van afbeeldingen. Wat heeft
dat met stabiliteitsonderzoek in de mecha-
nica te maken? Bedenk, dat bij het bepalen
van de stabiliteit van een oplossing we bij-
na altijd de eigenwaarden van een n x n
matrix moeten bepalen. Deze zijn de oplos-
singen van de karakteristieke vergelijking. In
de elementen van deze matrix komen allerlei
parameters voor: massa’s, frequenties, dem-
pingsconstanten enzovoorts. De eigenwaar-
den van de matrix willen we graag expli-

ciet kennen als functies van al deze parame-
ters. Echter, de karakteristieke eigenwaarde-
vergelijking die we kunnen opstellen is po-
lynomiaal van graad n, ook de parameters
zullen in deze vergelijking meestal polynomi-
aal van hoge graad voorkomen. We kunnen
deze algebraische vergelijkingen, als ze van
graad n = 4 of hoger zijn, zelden in hun vol-
le algemeenheid oplossen. Maar we willen nu
juist weten hoe de eigenwaarden veranderen
als de parameters van waarde veranderen en
met name bij welke waarde van de parame-
ters een eigenwaarde met negatief reéel deel
in een positief reéel deel overgaat. Dergelijke
waarden van de parameters waarbij de aard
van de oplossingen kwalitatief verandert, he-
ten bifurcatiewaarden.

Terwijl toegepast wiskundigen en inge-
nieurs in dit soort bifurcaties geinteresseerd
waren, bestond er een groep wiskundigen
met een heel andere invalshoek, degenen
die differentiaaltopologie en globale analy-
se beoefenden. Daar was men onder ande-
re geinteresseerd in de veranderingen van de
aard van algebraische krommen en opper-
vlakken, meer in het algemeen in het gedrag
van singulariteiten van afbeeldingen bij ver-
andering van parameters. Deze ontwikkeling
liep parallel, pas in de zeventigerjaren van de
vorige eeuw kwamen de ontwikkelingen uit de
verschillende vakgebieden bij elkaar.

In 1943 verscheen een opmerkelijk artikel
van Hassler Whitney [22]. Hij beschreef singu-
lariteiten van afbeeldingen van differentieer-
bare n-varieteiten in R™ met m = 2n — 1.
Waarom precies deze relatie tussen m en n?
Het bleek dat in dit geval een speciaal soort
singulariteit een belangrijke rol speelt. De lo-
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Figuur 2 Whitney’s originele schets van de paraplu [23]

cale meetkundige gedaante van de varieteit
in de buurt van de singulariteit werd ‘Whit-
ney’s umbrella’ genoemd, de paraplu van
Whitney. In figuur 2 reproduceren we de ori-
ginele schets van dat singuliere oppervlak uit
een begeleidend artikel [23].

We geven schetsmatig de hoofdstelling
weer: Beschouw de C¥ afbeelding f : R" —
R™ met m = 2n — 1 en een geisoleerde
singulariteit x = p. We kunnen dan in een
omgeving van p in R"™ codrdinaten x =
(x1,Xx2, "+ +,xy) kiezen en in R™ bijbehoren-
de codrdinaten v = (31,¥2," - -, ¥m) in een
omgeving van f(p) kiezen, zodat geldt

_ .2
Y1 = X1,
Yi=Xi, 1=2,...,n,

Vn+i-1 = X1Xi, 1=2,...,1.

Als bijvoorbeeld n = 2, m = 3, dan geldt in
een omgeving van de oorsprong

_ 2 _ _
Y1 =X71, Y2 =X2, V3 =X1X2,

zodat y1 > O en als we x; en x> elimineren:

y1y5 - ¥2=0. 6]

Als we op de y»-as starten voor y; = y3 =0,
dan verwijdt het oppervlak zich als y; toe-
neemt. Voor vaste waarden van y, is de door-
snede steeds een parabool; als y, door O
gaat, degenereert de parabool tot een halve
lijn, en opent weer opnieuw (in omgekeerde
richting); zie figuur 2.

De studie van singulariteiten van afbeel-
dingen heeft na het pionierswerk van Whit-
ney en Marston Morse een grote vlucht ge-
nomen met veel toepassingen op de theorie
van evenwichts- en periodieke oplossingen
van differentiaalvergelijkingen. We noemen
in dit verband nog [1—4, 9—10]. Bifurcatiethe-
orie, normaalvormen en numerieke analyse
zijn up-to-date bij elkaar gebracht in [17].

Afbeeldingen zoals Whitney die bestu-
deerde bleken in de mechanica een grote rol

te spelen. Het was echter in 1943 moeilijk
voorstelbaar dat afbeeldingen van R? in R3
zoals die door Whitney in [22] als zuiver wis-
kundig probleem werden behandeld, al bin-
nen enkele jaren een industriéle toepassing
zouden hebben.

Bottema’s oplossing
In 1956 verscheen in het tijdschrift Indagatio-
nes Mathematicae een artikel van Oene Bot-
tema [8] (1901-1992); hij was in die tijd Rec-
tor Magnificus van de TH Delft (nu Technische
Universiteit Delft) en had al veel artikelen over
klassieke meetkunde en mechanica gepubli-
ceerd. Met dit artikel liep Bottema tientallen
jaren op de ontwikkelingen in de literatuur
vooruit. Een eerder artikel [7] kunnen we als
een inleiding zien, het was een studie van de
paradox van Ziegler. Het artikel [8] is echter
veel algemener en bevat Ziegler's voorbeeld
als speciaal geval. We schetsen de resultaten.
Beschouw een mechanisch systeem met
twee vrijheidsgraden en evenwichtsoplossing
x =X =7y =75 =0 gegeven door

X +anx+apy+buix+bpy =0, @
2

Y +azX+azy+byux+byny =0,

met a;; en b;; constanten, A := (a;j) is
de coéfficientenmatrix van de krachten die
van de posities afhangen, B := (b;j) de
coéfficientenmatrix van de krachten die van
de snelheden afhangen. Als A symmetrisch is
en we hebben geen demping, dan heeft het
mechanisch systeem een potentiaalfunctie
vandevormV = (a11x2+2a12X y+az y2)/2;
als A antisymmetrisch is, geven de krachten
rotatie. Als de matrix B symmetrisch is, heb-
ben we zogenaamde niet-gyroscopische dem-
ping, als B antisymmetrisch is, zijn de krach-
ten die van de snelheden afhangen zuiver gy-
roscopisch. De stabiliteit van de evenwichts-
oplossing volgt uit de eigenwaarden van de
coéfficientenmatrix van het systeem. De ei-
genwaarden zijn de oplossingen van de ka-
rakteristieke vergelijking

A4 + 611)\3 + lleZ + a32\ +aq4 =0,

waarbij de coéfficiénten a1, - - -,a4 van de
acht coéfficiénten van het mechanisch sys-
teem afhangen. De evenwichtsoplossing is
stabiel als alle eigenwaarden enkelvoudig
zijn en reéele delen nul of negatief hebben.
Twee elementen zijn opmerkelijk in de be-
handeling van dit probleem door Bottema. Al-
lereerst blijkt hij in staat om het probleem in
zijn volle algemeenheid op te lossen. Tech-
nisch gezien is dit een huzarenstukje, zekerin

E)

a,

Figuur 3 De originele figuur uit 1956 van Bottema [8]
geeft het gebied van asymptotische stabiliteit weer; dit
wordt bepaald door de wortels van een karakteristieke ver-
gelijking van graad 4 met bifurcatieoppervlak V', de para-
plu van Whitney.

een tijd waarin formulemanipulatie nog volle-
dig met de hand moest gebeuren. Daar houdt
het echter niet op. Bottema zag in dat zijn
resultaten de paradox van Ziegler oplosten.
Hij liet zien dat als de parameters die met
demping samenhangen naar nul gaan, we een
andere limietwaarde voor de stabiliteitsgrens
vinden, dan als we vanaf het begin de dem-
ping nul kiezen. Kennelijk hebben we een dis-
continuiteit in onze stabiliteitsvoorwaarden.
In de parameterruimte wordt het kritieke op-
pervlak V dat deze bifurcatie beschrijft, gege-
ven door de vergelijking

aijazas = ai + (l%, (3)

zodat V een oppervlak van de derde graad is.
Bedenk dat a1 en az met de demping samen-
hangen en positief zijn. Bottema illustreert dit
bifurcatiegedrag in figuur 3.

We zijn met acht parameters begonnen,
terwijl het bifurcatiegedrag door drie parame-
ters beschreven wordt. Het bifurcatieopper-
vlak V wordt gegeven door een afbeelding van
R? in R® zoals die door Whitney werd behan-
deld.

In plaats van de uitvoerige berekeningen
van Bottema weer te geven (zie [8] en [15]),
laten we aan de hand van een expliciet voor-
beeld de besproken paradox zien. Beschouw
het mechanisch systeem beschreven door:

X+x+y+kx =0,
. 5 A
y-x+wy=0,

waarbij we alleen in de eerste vrijheidsgraad
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instabiliteitsgebied

€ met demping
n=l-¢ -
“n=1+e
_-- instabiliteit zonder
demping
a Mo n

o>0
€ instabiliteitsgebied rotatie
met demping

instabiliteit zonder \ ___
demping ~

b o n

Figuur 4 Links het klassieke geval zoals we dat vinden voor de Mathieu vergelijking zonder en met demping. Door de dem-
ping wordt het instabiliteitsgebied van de n-as gelicht en wordt het kleiner.

Rechts de instabiliteitsgebieden voor het rotorsysteem. Weer wordt door de demping het instabiliteitsgebied van de n-as ge-
licht, maar het gebied wordt tevens breder. De grenzen van het V-gebied als er geen demping is worden in eerste benadering

beschreven door de uitdrukking n = V1 + &2(1 + €), ng = V1 + &2,

demping (k > 0) toelaten. De bijbehorende
matrix is van de vorm

0O 1 0 O
-1 -k -1 0
0O 0 0 1
1 0 -w?o

met de volgende karakteristieke vergelijking
voor de eigenwaarden Aq,...,As:

(A% + kA +1)(A2+ w?)+1=0.

Als k = 0, is gemakkelijk in te zien dat de
triviale evenwichtsoplossing instabiel is als
0 < w? < 3 en stabiel als w? > 3. De eigen-
waarden zijn in het laatste geval zuiver ima-
ginair. Als w? = 3 dan hebben we een zoge-
naamde Kreinbotsing van de eigenwaarden:
de 4 eigenwaarden zijn imaginair en vallen
twee aan twee samen.

We geven nu de eigenwaarden zonder en
met demping voor w? = 4 die volgen uit een
MATLAB berekening:

w?=4,k=0
eigenwaarden : + 1.9021i, +1.17561;
w?=4,k=0.1
eigenwaarden : — 0.05851 + 1.17361,
+0.0085 + 1.9029i;
w?=4,k=0.2
eigenwaarden : — 0.1164 + 1.1678i,
+1.0164 + 1.9053i.

Het is duidelijk dat demping in de eerste vrij-
heidsgraad de evenwichtsoplossing destabi-
liseert.

Parametrische excitatie
Het klassieke probleem van parametrische ex-
citatie is de beweging van een slinger met

periodiek oscillerend ophangpunt. Dat pro-
bleem wordt in lineaire benadering beschre-
ven door de Mathieuvergelijking
X +ekx +(L+ecos2nt)x =0,

waarbij ek de dempingscoéfficient is. De
evenwichtsoplossing x = X = 0 is insta-
biel als k = 0 en de waarde van n dicht
bij een natuurlijk getal ligt; we noemen dat
parametrische resonantie. In figuur 4a is
het V-vormig instabiliteitsgebied in de &, n-
parameterruimte weergegeven zonder dem-
ping (k = 0) en met n in een omgeving van
No = 1. Indien er demping is (k > 0), dan
is het instabiliteitsgebied kleiner. Meer infor-
matie over deze problemen is te vinden in het
overzichtsartikel [21].

Het volgende voorbeeld beschrijft een sys-
teem met twee vrijheidsgraden en is geba-
seerd op [18] en [13]. Het model is indertijd
ontworpen voor de beweging van roterende
assen in de stadsbussen van Praag.

Beschouw een rotor die bestaat uit een
zware schijf die met constante hoeksnelheid
Q om een starre as kan draaien. De as is elas-
tisch gemonteerd op een fundering, de ver-
bindingen die de as rechtop houden zijn ook
elastisch. We beschouwen de projectie van de
uitwijkingen van de rotor op het x, y-vlak, zie
figuurs. Als de verticale trillingen klein en har-
monisch zijn met frequentie 2n, dan worden
de bewegingsvergelijkingen:

X +2x¥ + (1 +4en? cos2nt)x

+28KkX =0,

(5)

¥ — 20k + (L +4en? cos 2nt)y
+2&eky = 0.

De parameter « is evenredig met de hoek-
snelheid Q en positief. Systeem (5) be-
staat uit twee Mathieu-achtige vergelijkin-
gen met demping. De eigenfrequenties van

disk

Figuur 5 Rotor die bestaat uit een roterende schijf met
constante hoeksnelheid 2, die gemonteerd is op een starre
as. De as kan elastisch bewegen op de fundering met uit-
wijkingen in de axiale en de twee horizontale richtingen.

het systeem zonder parametrische excitatie
en zonder demping (dus voor € = 0) zijn
w; =vVaZ+1+axenwz =Vo2+1 - x. We
bestuderen nu wat er gebeurt in de buurt van
de resonantie

w1+ w3z =2n,

zodat

Vi+o2 =n. 6)

Wat gebeurt er als er geen demping is: k = 0?
Hetinstabiliteitsgebied in de (g, n)-parameter-
ruimte komt overeen met wat we vonden voor
de gewone Mathieu-vergelijking en is weerge-
geven in figuur 4 links. De randen van het V-
vormig instabiliteitsgebied worden gegeven
door

Np=v1+o2 1 +e+0(2) .

Nu het geval met demping: k > 0

We kiezen weer de resonantie wj + w2 =~ 2n.
De analyse is wat ingewikkelder. We vinden
na toepassing van normaliserings- en midde-
lingsmethoden voor de rand van het instabi-
liteitsgebied:

np =V1+ o2

2
11J(1+ o2)e2 — (£> e .(7)
no

Hieruit volgt dat het instabiliteitsgebied gro-
ter wordt als er demping is. Zie figuur 4
rechts. Er is dus een discontinuiteit bij k = 0.
Immers, als k — 0, dan gaan de randen
van het instabiliteitsgebied naar de limieten
Np — V1+ &2(1+e/1+ x2) hetgeenverschil-
lend is van het resultaat dat we vinden als
K=0:np=v1+02(1=*¢).

Wiskundig is dit wel duidelijk, maar hoe is de-
ze paradox vanuit de mechanica te verklaren?
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Figuur 6 Oene Bottema (met dank aan R. Bottema)

Demping wordt toch verondersteld te stabili-
seren? De oorzaak van de groter wordende in-
stabiliteit is dat door de demping de twee vrij-
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